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Uber linear passive Transformationen stochastischer Prozesse. II.

J. KELLER
Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Hochschule Aachen

(Z. Naturforsch. 24 a, 716—728 [1969] ; eingegangen am 6. Februar 1969)

In this paper some further results in the theory of Linear Passive Transformations (LPT) of
stochastic Processes will be given, among them a theorem on the LPT of the characteristic
functional of the input-process which allows one under certain conditions to get the probability-
distributions of the output-process. The theory is generalized to vector-valued stochastic pro-
cesses and to processes defined by means of distributions.

Einleitung

Die Theorie der Linear Passiven Transforma-
tionen (LPT) deterministischer Funktionen, ent-
wickelt von KoNIG und MEIXNER in 1, ist vom Verf.
in einer vorhergehenden Arbeit? auf stochastische
Prozesse iibertragen worden. Zwei durch eine LPT
verkniipfte stochastische Prozesse x (t) — y(t) nann-
ten wir ein Linear Passives Paar Stochastischer
Prozesse (LPPSP). Beispiele von physikalischen
Systemen, welche sich in mathematischer Hinsicht
durch ein LPPSP beschreiben lassen, sind in (I) an-
gefiihrt.

In der vorliegenden Arbeit werden im 1. Kapitel
einige weitere Eigenschaften des transformierten
Prozesses y (t) angegeben. Nach einem Satz iiber die
asymptotische Stationaritit von y(t) folgt ein Satz
iber die LPT des Charakteristischen Funktionals
(C.F.) @z[A(t)] des Prozesses x(t). Mit Hilfe dieses
Satzes lassen sich grundsitzlich die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von y(f) berechnen. Anschlie-
Bend folgen zwei Bemerkungen zur LPT von Pro-
zessen, welche durch kanonische Reihenentwick-
lungen gegeben sind. Im 2. Kapitel wird die Theorie
der LPPSP auf solche Prozesse verallgemeinert, die
durch Distributionen definiert sind. An einem ein-
fachen Beispiel (elektrisches Netzwerk mit d-Span-
nungsimpulsen) wird diese Theorie und insbesondere
der Satz iiber die LPT des C.F. des Input-Prozesses
demonstriert.

Im 3. Kapitel wird die Theorie der LPT stocha-
stischer Prozesse fiir vektorwertige Prozesse for-

1 H. Kox1c u. J. MEIXNER, Math. Nachr. 19. 265 [1958].
— H. Kox16. Arch. Math. 10, 447 [1959].

2 J. KELLER, Z. Naturforsch. 23 a, 1430 [1968] (im folgen-
den als [I] zitiert).

* Abkiirzungen: A ... Aussage, B... Beweis, V... Voraus-
setzung.

muliert. Im Anhang B sind die Definitionen aller
verwendeten Funktions- und Distributionsriume
zusammengestellt. Im Anhang C sind einige Eigen-
schaften von positiven Matrizen (s. Kapitel 3) an-
gefithrt worden. Wir bezeichnen im folgenden stets
mit € = {Q(), F(o, f,...), P(2)} einen Wahr-
scheinlichkeitsraum, mit (t) = {x({, f)} einen sto-
chastischen ProzeB3. Ferner bedeuten E,(t),
Ry(t1, ta), o2(t) Mittelwert, Korrelationsfunktion
und Streuung des Prozesses x(t) und

. ’ Ei Ek !
(L)Rék)(t, ') = ot otk R (t,1),

RY(t1,ts) = Ry (t1, ts) — Ex(t1) Ex(t2).

Wir setzen stets voraus, dall der Operator der
statistischen Mittelbildung mit dem Operator der
LPT vertauschbar ist [s. z. B. Kap. 3, Formel (3.6),
(3.7)]. Sétze und Formeln aus (I) werden in folgen-
der Weise zitiert: (I; 2, B 3) bedeutet z. B. Satz B 3
aus Kapitel 2; (I; 1.2) bedeutet z.B. Formel (1.2)
aus (I).

Zur Vermeidung unnoétiger Wiederholungen sei
beziiglich aller tibrigen im folgenden verwendeten
Bezeichnungen auf (I) verwiesen.

1. Weitere Aussagen iiber die Statistik
des Prozesses y(t)

A) Ein Satz zur asymptotischen Stationaritit des
transformierten Prozesses y (f)

Vi: E(t)eCO,

[|E®@)|dt < oo, k=0,1...7,j=0,1,2.

— 00

3 J. L. Doos, Stochastic Processes, J. Wiley & Sons, New
York 1953. — W. FELLER. An Introduction to Prob-
ability Theory and its Application. 3 ed. J. Wiley & Sons,
New York 1952. — M. Lotve, Probability Theory,
D. van Nostrand Comp. New York 1963. — S. KARLIN,
A First Course in Stochastic Processes, Academic Press,
New York 1968.
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Vo: [|OR®(t,¢')|dt < oo,
[ JIOR® @, ¢)|dtdt’ < oo,

alle i, k=0,1,...,5.

Alle Integrale miissen gleichméBig beziiglich ¢ kon-
vergieren.

Vs: E (t)=0 fur t<O0;

Ry(|to —t1) fur t; > 0,12 > 0,
Ry (t1,t0) = {OI(‘ itk sonstl. ’

Vi lim PO(s)=0 fir [=0,1,...,2 —j.
§—>00
Ay lim By (t) = b [ E,(t)dt,
0

t— o0

As: lim O’;’;(t) = b2 ‘”Rg(|sl — 82]) dsy dsa,
t— oo 0

Asz: lim Ry, (t,t + 1)

t—o0

= b2 Hdé‘l d82 RI(ISZ — 81 + T]) — Ry(T) .
0

Der Satz besagt, dal} sich bei LPT eines zur Zeit
t = 0 beginnenden stationdren Prozesses x(f) ein
Prozel y(t) ergibt, welcher fir {-— oo wieder
stationdr ist, wenn die charakteristische Funktion
P(s) der LPT fiir s — oo geniigend stark ver-
schwindet.

B: Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung
aus den Sitzen (I; 2, B 3) und (I; 2, C 2) sowie

1
Lo (i) = e
p=

Bn=

[ dun {exP— iz/zkxk} %[ 2w (t— tr)
— o0 k=1

707
der Darstellung der Korrelationsfunktion
Ry (t1, ta nach (I; 2.4).
B) Ein Satz tiber das charakteristische Funk-
tional (C.F.) des Prozesses y(f).

Gegeben sei ein stochastischer Prozell x(t)
definiert tber einem Wahrscheinlichkeitsraum
C=(Q¢), F, P) mit z(, t)eC® j= —1,0,1,2
und der Eigenschaft, daf die stochastische Variable

#1,2(0) = expi [A(t)x (L, 1) dt
fiir alle Funktionen A(t) € D iiber ¢ meBbar ist.
(Definition von C(), D siche Anhang B.) Dann
besitzt der Prozell x(t) ein C.F. ¢ [A(t)] definiert als
Erwartungswert von x; ,*:

Yz [A(8)] = E(”Zz(é))
= [dP()expi [A(t)x(C, t)dt.
Q oo

(1.1)

(1.2)

Dieses Funktional existiert in vielen Fallen auch
fir verallgemeinerte Funktionen (z.B. o-Funk-
tion), welche iiber Folgen von Funktion 2,e D
definiert werden koénnen. In diesem Fall kann man
aus den Grolen

n
<px[ Z,ué(t - tk)] Uk, tk, ..., Const,
k=1

falls diese, aufgefafit als Funktion der u; absolut
integrierbar sind, die simultanen Wahrscheinlich-
keitsdichten f, berechnen. Unter obigen Voraus-
setzungen gilt dann:

. (1.3)

k=1

Beispiele fiir stochastische Prozesse, fiir welche C.F. explizit angegeben werden konnen und fiir welche
auch die Beziehung (1.3) gilt, sind alle unbeschriankt teilbaren Prozesse4. Zu ihnen gehoren alle GauBschen
Prozesse, sowie alle Prozesse mit unabhangigen Zuwachstaten (Poisson-Prozel etc.)5. Eine Verallgemeine-
rung des C.F. (1.1) fiir Prozesse, die tiber Distributionen erzeugt werden und ein Beispiel dazu, werden in
Kap. 2 angegeben. Wir fragen nun nach dem C.F. ¢, [A(t)] des aus z(t) durch eine strenge LPT hervor-
gegangenen Prozesse y (t). Es gilt folgender Satz:

Vi: a,t)eCO, Vs }y(l)ES(_{;) j=—10,1,2.
Vs: %,z(0)... meBbar iiber € fiir alle »(t) € D'. D.h. @ [»(t)] existiert fiir alle »(t) € D).

Ay [A) G ), tydt = [(() A®) - x(C, ) de.

4 A.V. SKorokHOD, Russian Math. Surveys 20, 63 [1965]. 5 A. V. SKOROKHOD, Stochastische Prozesse mit unabhén-

gigen Zuwachsraten (Russisch) NAUKA, Moskau 1964.
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Dabei ist:

ToW)A() =[FImY (1) — P(+ 0)]A(t) + |ds[b+ P(s) — P(s)]}.(t +8) ... A()eSCY oder SO, (14a)

0

QA =iIm Y (1) A(t) —ai(t) + ‘ds[b—— (A + s) — rdsP S)A(t+5)... A(t) e SD, (1.4D)
0 0

() A(t) =iIm Y (1) A(t) — ai(t) + Tds[b + P(s)] A(t+ ) + Tds[P(O) —P(s)]A(t+5)... e8P (14c)
0 0

As: gyl[A(t)] ... existiert fir alle Z(f) € S? und es gilt ey[A)) = g[GO A)].  (L.5)

Dabei sind @ = 0, & = 0 Konstante und P (s) die charakteristische Funktion von ¢;(t).
B: Mit Hilfe von (I,1.2a, b, ¢) und Vy, Vo lafit sich A; unter Verwendung von Hilfssédtzen tber die Ver-
tauschung von Integral- bzw. Differentialoperatoren® leicht nachweisen. Da ;(t)A(t) € D'V wie aus
Vo und (1.4a, b, ¢) ersichtlich, folgt Ay dann unmittelbar aus A; und Vj.
Der obige Satz iiber das C.F. des aus x(f) durch eine strenge LPT hervorgegangenen Prozesses y () gilt
in einigen Fillen (z.B. fiir Gaul-Prozesse) auch noch dann, wenn die Testfunktion eine verallgemeinerte

Funktion (z.B. 0-Funktion) ist. Genauer:

Vi: #p,2(0) ... meBbar iiber € fiir alle »(

K=1

Zyké (t —tx) mit g, tr..

gilt neben den obigen Voraussetzungen V;—Vj3 auch noch

. Const.

1

Vs: [ > uko(t —tx) ]EHL(U (ur)

so kann man mit Hilfe von (1.

( Yn\ — 1 [
fy(?ll...... ;/7.) - (2 a)n ‘

U= —oo Hn= —00

Wir miissen an dieser Stelle bemerken, dal} der
praktische Wert von (1.6) heute noch dadurch sehr
beschrinkt ist, dall man fiur viele stochastische
Prozesse (z. B. Markoff-Prozesse, die keine Gaul3-
Prozesse sind) die explizite Gestalt des C.F. ¢, nicht
kennt (vgl.4). Die Anwendung von (1.5) und (1.6)
auf GauBsche Prozesse? liefert folgende Aussage:
Die LPT eines GauBschen Prozesses ist stets wieder
ein GauBscher Prozel3. Ist der zu transformierende
Gaul}-Prozell quasi stationdr (E,=0, Rz(t1,1s)
=R;(|ti—t2|)-*t1>0, t2>0, Ry=0... sonst)
bzw. ein Markoff-Prozel3, so ist der transformierte
ProzeB3 im allgemeinen nicht stationdr und kein
Markoff-Prozel3. Beziiglich einer Anwendung dieses
Satzes in der Theorie der Brownschen Bewegung sei
auf9 verwiesen.

6 G. M. Ficarexnorz, Differential- u. Integralrechnung,

Bd. II VEB Deutscher Verlag d. Wissenschaften, Ost-

berlin 1964, pag. 585. 686 f.

siche 4, S. 71, 8 S.192, 285.

8 S. V. PvcacHiv. Theory of Random Functions and its
Application to Controll Problems, Pergamon Press New
York 1965, p. 228, 238.

~

(\p*lZuH/k}qz[ z#k'S’t_tk)

5) die simultane Wahrscheinlichkeitsverteilungsdichten f, des Prozesses y (t)
aus dem C.F. des Prozesses z(f) und den Operatoren ¢;(t) nach (1

dpgg e | {

4) berechnen. Es gilt

(1.6)
k=1

Ein weiteres Beispiel fir (1.6),
Poisson-Prozel3 ist,
diskutiert.

wo x(f) ein
wird im folgenden Abschnitt

() LPT von stochastischen Prozessen x (t), welche
kanonische Reihenentwicklungen besitzen.

Gegeben sei ein komplexwertiger stochastischer
Prozel} x(t) definiert tiber € mit x(Z, t) € C9. Seien
Vi), k=1, ..., n n viele komplexwertige ortho-
gonale stochastische Variable definiert und mel3bar
tiber €. D.h. es gilt10

E(Vy)=0, i, k=
E(Vi VZ"):D,(L;C .Di ... Const.

Dann besitzt der Prozel} x(f) eine kanonische Iint-
wicklung8® nach den stochastischen Variablen V.
D.h. es gilt fiir fast alle p e 2

20(t) + Rzn(C,t),  (1.8)

9 J. KELLER, Ann. Physik, im Druck.
10 |7* jst die zu V konjugiert komplexe GroBe.
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wobei
(1) = 2 (6 0) — (1),
20 = - B ), VE), (1.9)
E(‘Rzn(t”z): —ZDkIT?(t)P
K=1

ist. Man kann zeigen, dafl der Erwartungswert des
Absolutbetrages des Korrekturgliedes Rz, (C, t) bei
vorgegebenen Vj und fixem n gerade dann mini-
malen Wert besitzt, wenn man fiir die Funktionen
) den Ausdruck (1.9) wihlt. (Optimale Entwick-
lung.) Aus (1.8) folgt wegen a0(C, t)eCWD,
Ry n(C. t) e CD, daB der zux(t) linear passiv trans-
formierte Prozell y(t) die Darstellung

Y&, ) =Eyt)+ > V@) yet) + Ryn(,t)  (1.10)
=1
besitzt. Dabei ist
R =), Ry alt)=25()Ren(C,1).

Die Entwicklung (1.10) ist wieder kanonisch
und optimal. Besitzt der Prozel} x(t) eine Karhunen-
Loéve-Entwicklung 1l (K.L.) im Intervall |¢t| =T,
so gibt die gliedweise LPT dieser Reihe eine Reihen-
darstellung fiir den zu z (t) linear passiv transformier-
ten Prozel} y(¢). Diese Reihe fiir y(¢) ist aber im all-
gemeinen keine K.L.-Reihe mehr, wiewohl die in
ihr auftretenden stochastischen Variablen unkorre-
liert sind. Es gilt der folgende Satz:

Vl: I(C! t)a Ez(t)’ Rz(tl,t‘z)E(j(j)
mit {0 = — 7 (s. Anhang B),
Vo: a(C,t) = Ez(t) + 2 an () ga(t)

n=0

fir || <7T. (1.11)

Diese Reihe sei eine K.L.-Reihe. Es gilt also

J'TRz(h  t2) @ (t2) Atz = Zn @a(t)
- >0, |u|<T, n=01,..,
|¢n ) g ()dt = O, m,
)=Salgn2 | =T,
E(an) = 6
E(an,an) = Anbum,
galt) = Elanz(t);
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Vs:y(l,t) = ()« (L, t) ...strenges LPPSP,
Ay )= +§a,, =T,
mit pa() = &0 4 ).

B: Zunichst gilt ¢, (t) € C®. Ubt man den Opera-
tor ¢;(t) auf beide Seiten von (1.11) aus, so
erhdlt man 4. Die Vertauschung der Summe
und des Operators ¢; ist wegen V; erlaubt.

Reihenentwicklungen von stochastischen Pro-
zessen sind stets dann mit Vorteil zu verwenden,
wenn die dullere Erregung aus einer deterministi-
schen Funktion, tberlagert von einem stochasti-
schen ProzeB, besteht und dieser stochastische
Prozell quasi als Stérung behandelt werden kann.
Beispiele fiir physikalische Systeme, bei denen
solche Erregungen auftreten, sind elektrische Netz-
werke, in denen die thermischen Strom- bzw.
Spannungsschwankungen, welche an den einzelnen
Elementen des Netzwerkes auftreten, berticksich-
tigt werden.

2. Darstellung von LPT und LPPSP

mit Distributionen
A ) Allgemeine Theorie

Manche stochastischen Prozesse lassen sich mit
Hilfe von Distributionen besonders einfach und
ibersichtlich beschreiben. Beispiel: Poisson-Im-
pulse (siehe Ende dieses Abschnittes). Um auch sie
linear passiv transformieren zu konnen, ist es zweck-
maBig, die Theorie der LPT stochastischer Prozesse
mit Hilfe des Distributionen-Begriffs12 zu formu-
lieren. Dies soll in diesem Kapitel geschehen. Wir
bemerken zunéchst, daf} die linear passiven Opera-
toren L;(t) (j = 0, 1, 2), definiert durch (I,1,2a,b,c),
als einparametrige Schar (Parameter ¢) von Distri-
butionen aufgefallt werden konnen. Dann betrach-
ten wir von Distributionen erzeugte stochastische
Prozesse und die LPT von solchen Prozessen.

11 Siehe z.B. A. ParouLis, Probability, Random Variables

and Stochastic Processes, McGraw-Hill, New York 1965,
. 458.

12 {)Vir verstehen unter einer Distribution 7'(s) im Sinne
von L. SCHWARTZ stets einen Operator, welcher es er-
laubt, jeder Funktion ¢(s) aus einer gewissen Menge @
eine Zahl f[¢] zuzuordnen: {7, ¢(s)> = t[¢]. Diese Zu-
ordnung ist stets eindeutig linear und stetig. Das Argu-
ment s bei der Distribution bedeutet, daB3 sie nur auf
Testfunktionen derselben Variablen s wirkt. Wir unter-
driicken es, wo es entbehrlich ist. Siehe dazu:
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Der im folgenden entwickelte Formalismus wird
an einem Beispiel (elektrisches Netzwerk, Poisson-
Spannungsimpulse) demonstriert. Die Definitionen
der verwendeten Funktions- und Distributions-
rdume, sowie einiger weiterer Symbole (7, d, £ ...)
sind im Anhang B zusammengestellt.

Wir schreiben die LPT einer Funktion f(¢) e C%)
nun als Anwendung einer Distribution L auf die
“Testfunktion f(t):

i (6)f(6) = <L (s), f ().

Die Distribution L{ 1aBt sich dabei schreiben als
Zeittranslation einer von ¢ unabhdngigen Distribu-
tion

2.1)

LY (s) = 74 L) (). (2.2)

Aus (I,1.2) lassen sich unmittelbar die folgenden
Darstellungen der (temperierten) Distributionen
L{? ablesen.

L) (s) = [iTm ¥ (1) — P(+0)](s —t) —ad(s —t)

L E(t—$)[b+ P(t—s)— P(t — )],

LD, (s) =LY (s); j=0,1,2. (2.3)

Im Falle j = 0 ist in diesem Ausdruck a = 0 zu
setzen. Alle Ableitungen sind im Sinne der Distri-
butionstheorie zu verstehen. Der eigentliche Defini-
tionsbereich oder Triiger K7 (t) von L{7 ist fiir alle j
die Halbachse (— oo <<s=1); d.h. es gilt LD € D
Der Anwendungsbereich von LY ist C). Wir be-
merken noch, dafl sich LPT von Funktionen
f(t) e CD auch gemal (I,1.2a) bzw. durch den
Operator L{% nach (2.3) darstellen lassen, wenn man
verlangt, dafl die Transformierte von f(t) auch wie-
der eine Funktion aus -1 sein soll. Da K7 (0) von
rechts beschrankt ist, besitzen die Distributionen
fir Rep > 0 stets eine Laplace-transformierte. Sie
ist definiert durch

(LD, epsy = L) (p)

und ist eine positive Funktion. Darstellungen solcher
Funktionen sind in (I,A 1.6) angegeben worden. Der
Vollstandigkeit halber fiihren wir noch die Fourier-

Transformierte L) (1) von L) an.
LW()=iImY (1) — 2imi(a 4 P(0))
B (' it 2.711';. + ; (5(7')>
+ (1 +47222) P*(1), j=0,1,2. (24)

13 L. ScewARrTZ, Mathematics for the Physical Sciences,
Addison-Wesley, Publ. Comp., London 1966.

J.KELLER

Im Falle j = 0 ist wieder @ = 0 zu setzen. Ferner
bedeutet puv ... prinziple value (s.13, S.84) und
ﬁ_’t (4) die konjugiert komplexe der Fourier-Trans-
formierte (im Sinne der Distributionstheorie) von
E (s) - P(s). Diese existiert, da P (s) beschrankt ist.

Nun betrachten wir stochastische Prozesse, welche
durch Distributionen erzeugt werden. Gegeben sei
ein Wahrscheinlichkeitsraum C={Q(), F, P}.
Wir ordnen jedem Elementarereignis { eine Distri-
bution X (,s) e D_ zu. Diese Distributionsmenge
{X(, 5)} erzeugt tiber die Testfunktion ¢(s) e D_
einen stochastischen Prozel} {x((, )} geméal

x(é‘, t) s <TtX(Cs 8)7 (P(S)>
=<{X(,s), p(s+ ).

Wir nennen die Menge {X ({, s)}, die den Prozel3
x(t) = {x(C, t)} erzeugende Distributionsmenge und
@(s) die den Prozel} erzeugende Testfunktionen.
Wegen X (£, s)e D ist der Triiger K, von allen
X (£, s) mindestens von rechts oder tiberhaupt be-
schrinkt (s. Anhang B). Offenbar kann jeder
stochastische ProzeB mit z (£, t) e C (j=—1,0,1,2
stochastische Prozell mit

(2.5)

x(C ) eCh  (j=—1,0,1,2,..)

gemil (2.5) durch Distributionen erzeugt werden.
Durch Erweiterung der zulissigen Klassen von
Distributionen und Testfunktion kann (2.5) so ver-
allgemeinert werden, dal} praktisch alle heute in der
Physik und Mathematik bekannten stochastischen
Prozesse in dieser Weise dargestellt werden konnen
(s. z.B.14:15), Durch statistische Mittelbildung von
(2.5) kann man neue Distributionen definieren,
welche den Mittelwert und die Korrelationsfunk-
tion des Prozesses z(t) erzeugen:

Ez(t) = [z, 8)dP()
[(X (&, 9), p(s+1)>dP(C)
(X (s), (s + 1),

(2.6)

= i

14 A. H. Zema~1axN, Distribution Theory and Transform
Analysis, McGraw Hill, New York 1965. — I. M. GEL-
FAND u. G. E. Scuivov, Verallgemeinerte Funktionen,
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1964.
— E. Berz, Verallgemeinerte Funktionen und Opera-
toren, B. I. Mannheim, Bd. 122 [1967]. — L. SCHWARTZ,
Théorie des distributions, Actual. Sci. Industr. 1091
[1951], 1122 [1951].

15 K. URBANIK, Stochastic Processes whose sample func-
tions are distributions, Teor. Veroyatnost. i Primenen
1, 146 [1956]. — H. O. A. Worp. Bibliography on time
series and stochastic processes. MIT-Press, Cambr.,
Mass. 1966.
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By(t1,t2) = j z(C, t1) x* s,tz)dp()
J<X £ 81) X*(C, s2),
P (s1+ t) @(s2 + t2)>dP (L)
= (X(s1) X *(s2), ¢(s1+t1) p(s2 +t2))
(= Definition).

Wir nennen X (s) die Mittelwerts- und X (s1) X *(s2)
die Korrelationsdistribution 2. Stufe des Prozesses
2(t). Die strenge oder gewohnliche LPT eines gemil
(2.5) bzw. (2.6,7) durch Distributionen definierten
Prozesses 1aBt sich nun ohne Verwendung der Test-
funktion durchfiihren: Die erzeugende Distribution
Y (£) des streng transformierten Prozesses y(t) ist
gegeben durch die Faltung von LU und X ({):

YO =LDxX(), 7=01,2,.... (2.8)
Wegen X ({) € D’ und LW e D existiert Y ({) stets
und ist wieder eine Distribution aus dem Raume D .

Analog zu (2.5) gilt fir die Realisierung y(, t) des
Prozesses y(t):

Yy, t) =<Y(9), p(s +1)>.

Die Richtigkeit von (2.8) ist unmittelbar einzusehen.
Aus (2.5') folgt mit (2.8), (2.5) und der Definitions-
gleichung (2.1) die Beziehung (I,1.6):
y(C7 t) = <L(j) (S)*‘X(Cy 7'), (S + r + t)>

= (L0 (s), x(C,s + 1)) = &)z, ).

Bei gewohnlicher LPT sind analog zu (2.8) die

2.7)

(2.5")

Mittelwerts- und Korrelationsdistributionen des
Prozesses y(t) gegeben durch

Y=L0WxX, (2.9)
Y (s1) Y*(s2) = LD (s1) L *(s59)%( Xs1) X *(s2). (2.10)

Wegen X (£) e D’ kann man die Laplace-Trans-
formierten der Beziehungen (2.8—10) angeben:

Y& p) =L@ X(E p), (2.8a)
Y (p) = LO (p) X (p), (2.9a)

Y (p1) Y= (p2) = L (p1) L* (p2) X (p1) X * ().
(2.10a)

Ist K, beschrinkt, so kann man auBerdem noch die
Fouriertransformierten der Beziehungen (2.8—10)
angeben'

Y& ) =Lo@) X, (2.8D)
Y()=LomX(), (2.9b)

Y (31) Y* (72) — L) (31) L*O) (o) X (1) X * (7z)
(2.10b)
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Die letzte Beziehung liefert nach Anwendung auf
@ (41) ¢ (A2) eine Beziehung zwischen den Spektral-
funktionen der beiden Prozesse x(t) und ¥ (t).

Die einfachen bzw. die simultanen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen des Prozesses y(f) konnen
grundsitzlich durch LPT des C.F. des Prozesses
x(t) gewonnen werden. Dabei ist es zweckméBig,
den Begriff des C.F. wie folgt zu verallgemeinern:

Sei /A € E’ eine Distribution und sei die stocha-
stische Variable

%4,2(0) = expi{A{t)* X (,s), p(s +t))

iber € beziglich P () meBbar. Dann bezeichnen
wir den statistischen Mittelwert von x,, ,({) mit

g2l AO] = [aexpilA(H) % X (), ¢ (s + > AP ()
(2.11)
und nennen ihn das C.F. des Prozesses z (¢).

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen des Pro-
zesses x (f) lassen sich mit (2.11) in folgender Weise
schreiben :

n

H 2 (w7) (px[Zwké t —tr)].

Dabei bedeutet

(2.12)

[}

1 —loz
'27{/6 dw

— o0

Fi(w) =

den inversen Fourier-Operator wirkend auf Funk-
tionen «(w)e LW, Analog zu (2.11) gilt fir das
C.F. des linear passiv transformierten Prozesses

y(b):

@y L] = [aexpiT(t) % Y (. 9), p(t+s)>dP(0).
Iek'. (2.13)

wegen (2.8) folgt daher
@yl = @z [['% LD]. (2.14)

Die Faltung I'x L() existiert wegen I'e E’ stets.
Damit lassen sich grundsétzlich die Wahrschein-
lichkeitsverteilungsfunktionen des Prozesses v(t)
aus @[] in folgender Weise berechnen:

n n
It = 1 Fr ) gz[(2 or 0 (t — tr)) * LO].
i=1 F=1
(2.15)
B) Ein Beispiel

Nun wollen wir den oben entwickelten Formalis-
mus und insbesondere (2.15) an einem Beispiel
demonstrieren. Wir betrachten einen Wahrschein-
lichkeitsraum €, dessen Elementarereignisse { alle
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Mengen von Poisson-verteilten Zeitpunkten ¢; im
offenen Intervall 0 < ¢t < oo sind:

C={ti,ta,..coti, ..},

Der Poisson-Parameter der Verteilung sei 4p. Er
gibt an, wieviele Zeitpunkte ¢; im Mittel in einem
Intervall der Linge 1 liegen. Die Wahrscheinlich-
keit dafir, dal im Intervall [0, ] k& viele Zeit-
punkte ¢; liegen, ist

ti>0.

et
i (Ao t)E.

Die erzeugende Distribution eines tiber ¢ definier-

pz[A(t)] =
Dies gilt fur alle A(f) € S.

exp{/o ‘[exszo f/ (t+ s)p(s)ds — 1]dt}.

§=—o00
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ten stochastischen Prozesses x (t) sei

X(i‘,s)zXoZé(s-li), Xo = const. (2.16)

Eine spezielle Realisierung des Prozesses x(t) ist
daher nach (2.5) gegeben durch

x(.t) :XOZ‘”‘ —t), (2.17)
wo ¢ (s) € M die erzeugende Testfunktion von x(t)
ist. Wahlt man speziell ¢ (s) = E(s), so ist a(t) der
gewohnliche Poisson-Prozel3. Das C.F. des Pro-
zesses x (t) ist 16

(2.18)

Die einfache Wahrscheinlichkeitsverteilungsdichte von () ist

& 1L ¢ 5 P o
fz(nl):‘zn Jexp {4 f[eForetti=0 —

p=—o0 t=0

1]dt} e~ o du. (2.19)

Die 2-simultan Wahrscheinlichkeitsverteilungsdichte von x(¢) ist

f=(Ge) = |
,ul:oo puz=—o0 t=0
Mittelwert und 2-Korrelationsfunktion lauten

Eo(t)=20Xo [q(t—s)ds,

s=0

8

R([l,lQZS é' fl—&d

H—

oo
." exp {;LO J' [ei.\'o(m P(tr—1t)+ pe gtz —1))

[@lta —s")ds" + 4o X | ‘¢(t14v“)<f(l2—8)d6‘~
0

_ 1»] dt} . e—i(/t111+/tz:g) d/lld,llZ- (2‘20)

s=0

Somit sind die Mittelwerts- bzw. 2-Korrelationsdistribution bestimmt durch

X(s) =20 X0E(—>5),

Wir betrachten im folgenden ein einfaches elek-
trisches Netzwerk, welches aus einer Serienschal-
tung eines Widerstandes R, einer Kapazitit ¢' und
einer Induktivitit L besteht. Auf das Netzwerk
werden ab dem Zeitpunkt ¢t = 0 statistische Span-
nungsstofle der Form

U=U D o(t—t:) (2.23)
eingeprigt, wobei die f; Poisson-verteilte willkiir-
liche Zeitpunkte sind. Wir fragen nach den stocha-
stischen Eigenschaften des Stromes I(t) im Netz-
werk. Zunidchst bemerken wir, dall der Prozel3

16 Siehe 4, S. 71 u. 3.

X(s1) X(8) = A2 X3E(— 1) E(— s2) + Ao XZE

(—s1)0(s1 — s2).

(2.23) die Form (2.17) mit Xo = Ug, ¢(s) = d(s)
besitzt. [Hier wird ¢ (s) als verallgemeinerte Funk-
tion — definiert tiber eine Folge von Grundfunk-
tion — und nicht als Distribution (d.h. als Opera-
tor) aufgefal3t.]

Das C.F. der Spannung ist nach (2.18)

qulA(t)] = exp {40 | ( | UoAD 1) dt}. (2.24)
Mittelwert und Korrelationsfunktion der Spannung
sind nach (2.21, 22)17

Ev(t)=40Uy,

Ry(ty, ta) = UF (A5 + Ao 0(ty — t2). (2.25)
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Strom und Spannung im Netzwerk stehen nach der
Kirchhoffschen Spannungsregel zueinander in der
Beziehung

t
Bl 4 B e /J(t’)dt’ = T,
5

Die Transformation U(t) — J(t) ist eine LPT, wenn
das Netzwerk fir ¢ = 0 leer gewesen ist, d.h. keine
Energie in Form elektromagnetischer Felder ent-
halten hat. Dies wollen wir voraussetzen. Ferner
setzen wir der Einfachheit halber voraus, daf
R2 > 4LC-1 ist. Das heillt wir beschrinken uns
bei der Diskussion von (2.26) auf den Dampfungs-
fall. (Der Resonanz- und Schwingfall lassen sich
ganz analog behandeln.)

mit
p1,2=— ,L_1 4L, WLC < 0. (2.28)
Die Admittanzfunktion Y(p) und die charakteri-
stische Funktion P (S) der LPT lauten
Y(p) =1, ;r]?p]r -1
R

P(s) = 2_(L+0—1)ze_8

S ,,,]Lfi, P p1s e P28
+ VR., === L'C'*]*{] ie = ] 26 }

(2.27) folgt auch aus (2.1) mit (2.3) (j = 0) unter
Beachtung von (2.29), b =0, P(+ 0) =0 und

Aus (2.26) ergibt sich Im Y (1) = 0. (2.27) gilt nicht nur fiir Spannungen
t U(s) € C sondern auch fir Spannungen der Form
J(t) =/ }iL’C—l/(Plep’u_s)“p2em(t-s)) U (s)ds (2.23).. Das C.F. des Stromes J(t) kann mit Hilfe
e von (2.14) aus dem C.F. der Spannung nach (2.24)
(2.27)  leicht berechnet werden. Man erhélt
P s[A(t) {Ao {eXP( w40w i f[pl eP =8 — py P =D] A (¢") At/ ) - l]dt} (2.30)
t=0
Setzt man hier fiir A(t) = ud(t — t1), so erhilt man die einfache charakteristische Funktion des Stromes zu
s | U
(p_;[éi}-exp{]oz <1/R’W4201> Ik(tl)}
. (2.31)
k\ k=l 1 exp[lps+ (k —1)p1] —1
mitzew) = 3 (=0 ( ), T T,
Die einfache: Wahrscheinlichkeitsverteilungsdichte
J 1 v —iadly I
fJ< tll): ,%f/e Wt g, tl]d# (2.32)
= - (=]

1aBt sich damit wegen (2.31) grundsitzlich berechnen. Die praktische Auswertung von (2.32) mit (2.31)
scheint nicht einfach zu sein. Wir beschrinken und hier auf eine asymptotische Entwicklung von (2.32)
fiir t; — oo und A9 — oo. Wird die mittlere Anzahl 1y der SpannungstéBe pro Sekunde sehr grof3, so ist zu
erwarten, daB sich fiir {; — oo (zentraler Grenzwertsatz) niherungsweise eine Normalverteilung einstellt.
Man erhilt in diesem Fall18

J 1
4 (oo): To
'(_ :13 - 3+2:3320/L>(_3+;,:2LJ23) +0 (/‘.32)...}».

Die Breite dieser Verteilung

B ) o

A= ]/2 R3J
4o LU |

34U La(RE—4LCT)

7% S 1 i—

0% (00) =14 U,L/R

17 Siehe auch 11, S. 439. 18 Siehe 11, S. 270 f.
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hiangt von der Kapazitat €' nicht explizit sondern nur inplizit (R? > 4 L (1) ab. Die Breite ¢3(co) ist um
so groBer, je dichter die einzelnen SpannungsstoBe im Mittel liegen und je grofler der einzelne Spannungs-
stol3ist. Sie ist umso kleiner, je starker der Schwingkreis geddmpft ist. Fiir sehr grofes R, d.h.fir R2>4 LC-1
und L R-! — 0 und 49 — oo folgt aus (2.32) unmittelbar

o) =5(7 =20 3):

d.h. der Strom hat mit Wahrscheinlichkeit 1 seinen durch das Ohmsche Gesetz bestimmten Wert.
Der statistische Mittelwert und die Korrelationsfunktion des Stromes lassen sich aus (2.25) und (2.27)

oder tber die 1- bzw. 2-charakteristische Funktion von J (t) berechnen. Man erhélt

AUy

JoUo

EJ(t) == VRz —4LC1 {Ppll - epzl}’ RJ(tlst2) = EJ(tl) EJ(tZ) + R2—_4L(C1 : { ]:)2 (epz(“*[e) - ePZ(’ZAm)

P1 A = 1
+ S (em(h lz)_epl(lz ’1)) . R

&

o (6 patz—t1) ep111+11212 + epl(lz*h)_ e]’ztl*‘-pltz) 1 . (tl g tZ) .

Im asymptotischen Bereich (o = t; + 7, 1 — o) gilt:

Ao U3
Ro(0) = "y for |~

1)22 P27 1’21 T _ NRIC (e?2T + ep”)}.

Der Prozel} ist als asymptotisch stationdar. Fir B — oo (d.h. R2 > 4LC-1, LR-1 —0) gilt wegen

pL— — R|L, Py > 1/RC:

Ao U
oL R X

Ry(7) =

p{— 71}

In diesem Fall strebt also der Prozef J (t) dem “Weillen Rauschen® zu. Die Intensitit dieses Rauschens
ist umso grofler, je grofer die mittlere Zahl von Spannungsstofien pro Sekunde und je grofler der einzelne

Spannungsstol3 ist.

3. LPT von vektorwertigen stochastischen
Prozessen

Der in (I, 1) entwickelte Begriff der LPT eines
skalaren stochastischen Prozesses lallt sich in ein-
facher Weise auf vektorwertige stochastische Pro-
zesse19 mit endlicher Komponentenzahl » ver-
allgemeinern. Dazu brauchen wir zunichst den
Begriff der Vektorwertigen Linear Passiven Trans-
formation (VLPT)20. Diese ist ganz analog zur
skalaren LPT in (I, 1) definiert, nur bedeuten jetzt
f(t) bzw. g(t) nicht skalare Funktionen sondern
Vektoren, deren Komponenten Funktionen aus
C9 bzw. CO sind. Die Passivititsbedingung lautet
jetzt

% 7

Re= | >fi(t)gi(t)ydt =0 fir alle 7.

—o0 =1

(3.1)

Entsteht der Vektor g(f) durch eine VLPT aus
f(t). so schreibt man

19 Sjehe z.B. 8, S. 284,

bzw. fiir die einzelne Komponente
git) =2 MW fr®), i=1...,n. (32)
k=1

Aus den allgemeinen Eigenschaften der VLPT
(Bereichspostulat, Linearitéit, Zeittranslationsinva-
rianz, Passivitdt) lalt sich eine explizite Darstel-
lung der Operatoren iji’k) (t) ableiten.

Q(O{’k) ,fk(t) = [i aix — Pm(ﬁ‘* 0)]

+ [ds[Buk + Pix(s) — Pux(s)] fr(t — )
=0

S

fur fx(t)eCO, (3.3a)
Q) i () = T fr(8) + Ak fr ()
+d|'d~5‘[Bi1c + P ()] fr(t — )
+ ' dS‘ Pik('s‘) ,{k(t - R)
0
fir fx(t)eCW, (3.3b)

20 J. MEIXNER, Arch. Rat. Mech. Anal. 17, 278 [1964],
S. 292f.
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QUM £ (¢) = i fi (0 £) + A fx(8)

e |[sz‘T‘sz (8)] fr(t — s)ds

+ _| ds[ P (0) — Pix(s)]fx(t — 9)
0

eC® . (3.3¢)

Dabei ist (x;%) eine hermitesche Matrix. Die Matri-
zen (A;x), (Bix) sind hermiteisch und besitzen nicht
negativ definite quadratische Formen. Die Matrix
[Pix(s)] heiBt charakteristische Matrix der VLPT.
Die Funktion

fir  fx(t)

n
= Z & Pix(s
i, k=1

ist fiir alle Vektoren (&;) eine positiv definite Funk-
tion. Die Funktionen Pj;j(s) besitzen mindestens
(2 — ) viele in 0 << s < oo stetige Ableitungen.
Die Transformation f— g ist umkehrbar eindeutig,
wenn die Determinante der Admittanzmatrix
[Yix(p)] (s. Anhang C) fiir mindestens einen Wert
von p mit Re p > 0 von Null verschieden ist. Man
kann umgekehrt zeigen, dall jede Transformation
der Gestalt (3.3a, b, ¢) deren Elemente oy ... Pix(s)
die oben erwiahnten Eigenschaften haben, eine
VLPT ist. Ist der Vektor g fiir reelle f stets reell,
so nennt man die VLPT f— g reell. Ganz analog
zu der in (I, 1la,b) gegebenen Definition des
strengen bzw. gewohnlichen LPPSP lassen sich nun
die Begriffe des strengen bzw. gewohnlichen linear
passiven Paares vektorwertiger Systeme definieren:

a) Definition der strengen LPT eines vektor-
wertigen stochastischen Prozesses.

Gegeben sei ein vektorwertiger stochastischer
Prozel

..za ()}

definiert tiber einen Wahrscheinlichkeitsraum (.
Ferner gelte

x(t) = {21(¢)

2 (E ) eCD  fiuralle = Ln, el (34)
und
Ei‘f(t)’ R:u,a:k (tl s t2) e(CW
fur alle i,k=1,...,n (3.5)

Gegeben sei ferner eine vektorwertige LPT durch
ihre Operatoren 2{"# (t). Dann bezeichnet man den
Prozel

y(&) = (1(t) ... yn (1)
mit den Realisierungen
)= LB (C, 1 (36)
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als den zu x(f) in Strenge linear passiv transfor-
mierten ProzeB. Wegen der stets vorausgesetzten
Vertauschbarkeit des Operators der statistischen
Mittelbildung und den Operatoren (% () gelten
zwischen Mittelwert und Korrelationsfunktion der
Prozesse x(t) und y (t) folgende Beziehungen:

B, (1) =k219§-“)(t) B, (1), (3.7a)
R:nyk (tl,tg) = Z Q;(k”’)(tz) R z,(tl’t’l)s (37b)
r=1
Ryiy,, (tl » t2)
n
- Z Sg'i"g)(tl) Sj‘(k’r)(t2) Rz,zr(tl ’ 52) . (3.7 C)
r,s=1

b) Definition der gewohnlichen LPT eines vektor-
wertigen stochastischen Prozesses. Genugt der zu
transformierende Prozel3 x(t) nur der Bedingung
(3.5), nicht aber (3.4), so kann ihm mit Hilfe eines
linear passiven Operators L (f) und der Be-
ziehungen (3.7a, b, c) ein stochastischer Prozel
¥ (t) zugeordnet werden. Wie bei skalaren Prozessen
(siehe I, 1b) kann man zeigen, dal} es tatsdchlich
einen vektorwertigen stochastischen Prozel} iiber
¢ gibt, dessen Erwartungswerte und Korrelations-
funktionen gerade durch (3.7a, b, ¢) gegeben sind.
Die Transformation «(Z, t) — y (¢, t) ist mit Wahr-
scheinlichkeit 1 kausal, linear und zeitverschie-
bungsinvariant, aber nicht unbedingt mehr passiv21.
Stets gelten aber analog zu (I, 1.9) bzw. (I, 1.10)
eine Passivitdtseigenschaft der Mittelwerte

Resz,‘ WHdt=0, i=1...0 (3.8)
—o0 =1
fiir alle 7.
bzw. eine mittlere Passivitiat
;3 n
Re [ D R,, (t.H)ydt =0 firaller. (3.9)
o t,k=1

(3.8) folgt aus (3.7a), (3.9) aus (3.7b) mit (3.3). Man
kann nun mit Hilfe der Theorie der VLPT — ganz
analog wie in der skalaren Theorie — Aussagen
iber die Statistik des vektorwertigen Prozesses
y () machen. Wir beschrianken uns hier auf die
Formulierung der zu den Satzen (I, 2, B1) und
(I,2,C1) entsprechenden Sitze iiber die Grenz-
werte von Mittelwert und Streuung des transfor-
mierten vektorwertigen Prozesse y (t).

21 Die Funktionen z;(f,t) bzw. y;({,t) brauchen nicht
mehr integrierbar zu sein.
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1) Vi: E,()eCO, E,(t)=0 fir t =to, . .
’ ’ j=01,2. AU _L,dt; 20 OO 2 G, 1)
Va: lim P¥(s)=0 fir 1=0,1,...,2 —j, o 3
Aio k() ! = [dt > [0 Ag(t)] 2 (C, 8);
k=1, —o0 k=1
Ao @u[A1(t) ... An(t)]
A: zLHiE toc! LZIBH:EM( )de. (3.10) . existiert fiir alle 7;(t) € S7 und es gilt

B: Siehe Satz (I, 2, B 1).

Vs ist fiir A nicht nur hinreichend, sondern auch
notwendig.

2) Vi: RY,.(tt)eCW, RO, (tt)=0
wennt =tyodert’ =tofirallei, k=1,...,n.
Vs: limPf-i.’(s) =0firl=0,1,...,2 —7j,
8§—>00
Lk=1,...,n
A: limagl(t)
t—o0
to to n
= [dt [dt' > By B RY, . (t.1'), (3.11)
—oco0 —oo k=1

B: Siehe Satz (I, 2, B 1).

Auch der in Kap. 1, Abschnitt B angegebene Satz
iiber das C.F. des transformierten Prozesses laft
sich unmittelbar fir vektorwertige Systeme formu-
lieren: Fiir strenge VLPT gilt:

Vi: () eC®, i=1,...,n,j=0,1,2.

\72: ;1 ([) ES(_Z;),

Vv3: Hryetn, 21...2n (C)
—expi J'dtZri(t) 2 (¢, t) meBbar iiber ¢
fir alle r; (1) e DO, i =1, ..., n.

Das heilit das C.F. ¢ [r1(t), ..., 4
x(t) existiert fir alle r;(t) € D).

(t)] des Prozesses

n

81 wes coo Yni8n) — % - X Sk
PG i ey = (270) k=1

J~d[ull W s

H11= — OO

Mit Hilfe dieses Satzes kann man leicht zeigen,
dall die VLPT von vektorwertigen Gaulischen Pro-
zessen stets wieder auf GauBsche Prozesse fihrt.
Uber eine Anwendung dieses Satzes auf die VLPT
eines Poisson-Prozesses mit 2 Komponenten soll an
anderer Stelle berichtet werden.

“‘dll'tlsl e

H181= —00 Up1= — OO

Byl () 2 (0] =
= 2 00 2

n

Z (i, n)

(3.12)

Die Operatoren §§-i'k)(t) ergeben sich aus den
Operatoren Q("%(t) dabei einfach dadurch, daB
man in letzteren A;;z — — A;x und in den Inte-
gralen anstelle der Funktionen fi (t — s) — fr(t + )
setzt. Der Beweis dieses Satzes kann fast genauso
wie im skalaren Fall gefithrt werden, wenn man
zusitzlich einige Eigenschaften der charakteristi-
schen Matrix beachtet (s. Anhang C). Gelten neben
V1—V3 noch die zusitzlichen Voraussetzungen

-
rl...rn,Il...In(>)

.. meBbar iiber € fur alle

Vi: x

= z,u,»_,,“ 0t —tim); t=1,...,%
mi=1
81
\5: ¢x[2ﬂ1,11116(t—t1.7m)
mi1=1
Sn ‘ n S
sie Z,un,m,. ()(t - n nln ]En I_IL(I) [u(z L)
mn=1 i=1 mn=1

so kann man mit Hilfe von (3.12) die simultanen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen des Prozesses y (f)
aus dem C.F. ¢, und den Operatoren L{"®(t) be-
rechnen:

J'd[un] _"d[un,s"‘

n= —00Un,§

(exp— i Z ' Z Mrmp ykmx)

k=1 mr=1

|5 Sapn

i=1 mr=1

;umm;; 6( ’L’III):) e J .

Anhang B

Definition der verwendeten Funktions- und
Distributionsrdume. Im folgenden bedeuten ¢ (x),
y(x) ... stets komplexwertige Funktionen einer
reellen Variablen x definiert fiir — oo << @ << o0.
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cv j=0,1,2, siehe (I, 1).
cED Raum aller Funktionen ¢ (x) welche ein-
deutig, im Endlichen beschrinkt und
stiickweise stetig sind und fir die gilt:
lim ¢ (x) 27 =0 fir alle n=0,1,2, ... .
r—>—00
cw Raum aller eindeutigen Funktionen ¢ (x)

welche j viele stetige Ableitungen be-
sitzen und fir welche

¢® () =0 fir k=0,1,...,j

und x = xo[¢] gilt.

D Raum aller Funktionen ¢(x) welche
einen beschrankten Triger K, besitzen.
Im Innern von K ist ¢ (x) eindeutig und
beliebig oft differenzierbar. Fiir « ¢ K,
gilt ¢ (x) = 0 (Testfunktionen).

D’ Raum aller Distributionen definiert
uber D.
D.,(D-) Raum aller Funktionen ¢(x) € E deren

Trager von rechts (links) beschrénkt ist.

D;,, (D”) Raum aller Distributionen, deren Triger
von links (rechts) beschriankt ist.

DY, (DY) Raum aller Funktionen (x) deren
Trager K, von rechts (links) beschriankt
ist. Im Innern von K ist p(x) eindeutig
beschriankt und hat j viele stetige Ab-
leitungen.

E Raum aller Funktionen ¢ (x) welche be-
liebige Triager K, besitzen. Im Innern
von Ky ist ¢(x) eindeutig und beliebig
oft differenzierbar.

E Raum aller Distributionen 7' mit be-
schrinktem Triager K7. Das heiBt es
gilt fir gentigend kleines ¢ > 0 und alle
wo¢ Kp: (T (), Ppe(®)> = 0. Dabei
ist @ €D mit ¢, () =0 fir
|2 — 2| > &.

S Raum aller Funktionen ¢ (x) welche ein-
deutig, beliebig oft differenzierbar sind
und fiir welche lim a” (™ (x) = 0 fir
alle n = 0, 1,2,1..1., m=20,1,2, ...
(Grundfunktionen.)

S’ Raum aller Distributionen definiert tiber
S (Temperierte Distributionen).

gilt.

89, (8%) Raum aller Funktionen w(x) deren
Triager K, von rechts (links) beschrinkt

ist. Im Innern von K ist  (x) eindeutig,
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hat j viele stetige Ableitungen und es gilt
lim 27 p(m (x) = 0, (lim a2 pm (x) = 0)
xr—>—oo r—> o0

fir alle n=0,1,2,...,m=0,1, ..., 7.

LM Raum aller absolut integrierbaren Funk-
tionen.

M Raum aller Funktionen, welche ein-
deutig, stiickweise stetig und beschrinkt
sind.

0 Distribution: {d(s —t), p(s))>
— (3(s), pls +1)> = g(t) e D.

T Zeittranslationsoperator:

T T(s), @ (s)> =<T(s), p(s +¢)>.

E(s) = {1...s>0

0...s<0 Einheitssprung.

Anhang C

Jedem linear passiven Matrixoperator Q) (¢) + 0
kann umkehrbar eindeutig eine positive bzw. semi-
positive Matrix Y ;x(p) zugeordnet werden20. Das
heif3t, daB3 fir alle konstante Vektoren (&;) die
Funktion

Y (p) :Zkgf Yk (p) &k

eine positive Funktion oder identisch Null ist. Fiir
Yix (p) gilt fur Re p > 0 folgende Darstellung

Yie(p) =toix + A p + %i
+ [P adue). (©1)
Es gilt
wik =55 (Yie(D) = Yis(1), oar = s,
A =AY,

DEAxb =0, D& Buér=0,
ki I3
Dik(0) = Plio).-

*
Bik = Bki5

(C.2)

Die Funktionen Y;z(p) mit ¢ + %k sind holomorphe
Funktionen in Re p > 0. Die Funktionen Y;;(p)
sind positive Funktionen in Re p > 0. Ferner ist
die Funktion

D (o) =D & Dix(0) &k
iT

fur alle Vektoren (&;) eine Spektralfunktion (I; An-
hang A). Die charakteristische Matrix P (S) er-
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gibt sich aus @ (p) gemil
Pix(S) = [e*edD (o), (C.3)

und es gilt
Pi(s) = Pri(—s).

Ferner gilt analog zu (I; A.5)

z—>oot.

tn
lim 1 [z E Pi(s)Exds =0. (C.4)
0 ik

Aus (C.1) und (C.3) folgt eine 2. Darstellung der
Admittanzmatrix Y (p) giltig fir Re p > 0

. By 007
Yie(p) =toix + dixp -+ 'PL —i—[e PEPox(t) dt +
0

oo

+ p2 [e P [Pig(0) — Pig(t)]dt. (C.5)
0

Fiir reelle VLPT gelten auller (C.2) noch die Be-
ziehungen

TRANSFORMATIONEN STOCHASTISCHER PROZESSE 11

ok =0, Ag= Ak,
Pig(s) = Pri(—s)

Bix = Bkil reell

Druchfehlerberichtiqgung zw (I) (Z. Naturforsch.
23 a, 1430 [1968]).
Satz (I; 2, C 2) (p. 1437 links oben) lautet richtig:

Vll R(’j(tl,tg)eC‘f),
Vor [|ORY®(E,¢')| dt < oo,

oo

[T @R 1, ¢')| de A < oo

firalle 2,k =0,1,...,5.

Alle Integrale miissen gleichméBig beztiglich ¢" kon-
vergieren.

Vs: Vs von Satz C 1.
A: limoj(t) =02 [[RY(t,t')dtdr .

t—o0

B: Nach Verwendung von (2.3) ganz analog zu
dem von Satz B3 in 3 gegebenen Beweis
durchtihrbar.



